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Asymptotische KV 49 | (1
Ontwikkelingen ‘ Cie T

De inhoud van het nu volgende wordt gedekt door de titel van
het boek: '
7.Bs Foxd: The asymptotic developments of functions defined by
MacLaurinseries, 141 blz., 1936,
welk werk hier op de voet zal worden gevolgd., ankele resultaten
van PFord werden gegeneraliseerd. )

Theorema 1. Zij G het enkelvoudig samenhangende gebied, dat ont-
staat door het complexe w-vlak open te snijden langs een eindig
aantal rechtlijnige half-oneindige, elkaar niet kruisende sneden.
Neem aan, dat geer geheel getal op een snede ligh: 2Zij g(w)=2(x+iy)
in ¢ een éénduidig reguliere functie zo, dat de machtreeks

(1) Zg(n}zn = £(2)
) o '
een positieve convergentiestraal heeft. 213 0 <&ELT en laat
voldaan zijn voor ~Wi = x+1y§,) R > G aan
' | £l |

(2) 1.}g(-—x+iy)}< c(x) »--9-2-— ~ voor x>0 (¢{x)> 0)
, 1+y ,

(3) 2. Jelx+ip|< nx). ey v
waarin h(x) en g(y) positieve functies voorstellen, 1n£egreerbaar
over elk eindig interval, en 2zo dat

o
(4 f_.__gm_ iy
cos hmy .

) e Ty
een convergente 1nuegraal voorstelt, en posmtxeve constanten
‘A en B bestaan met

| (5)  h(x) ;g 285 voor x>0

g Beschouw eer snede, en zij C een }asvo mlge posxfl ,Jmlcpen

~ weg langs de snede, Indien de snede gean vertakkingspuﬂtpn en

" slechts een‘pocl‘bevat, laat dan Cm een klein cirkelt;e om die
pool voorstellen. :

Neem aan, dat ‘
T (1€ T =) R
SoBe ag siamw

o uc%‘ e

YR &Enkan we zOugmoot"geknzen, dat alle punten‘van gl ey blnnen ;:
'“ vde cirkel i S R vawlena‘* 8 ; , ‘ ‘ i




(2
een convergente integraal is, die een reguliere functie wvan
z voorstelt ‘voor elke waarde van z in de sector S in het z-~vlak,
bepaald door & £ waZ LIN-E
In het geval dat enige Cm in het tweede of derde kwadrant naar
oneindig gaat, eisen we het bestaan van twee positieve constanten
A, en B, zo, dat voor de in (2) voorkomende grootheid C(¥) geldt:

(6) C(x) < aB,* (x0)

Onder de gestelde voorwaarden is f(z) in S een reguliere funo-

tie, die aldaar asymptotisch ontwikkelbaar is volgzng

O
Lo

M tan- ) Ea 5

e -

R,
Steeds als aan (6) voldaan is, is de in het rechterlid van (‘7)'
voorkomende reeks voor I'Z't) B, zelfs convergent en geldt for-
mule (7) ook met het gelijkteken.

Opm. 1. (-—z)w heeft de volgende betekenis (zij z= T’ e“‘P met 05%3 < 2m)

(8) (~z)" = o" 108 (-2) _ ¥ [logg-' + i((}‘« -Tlﬂ

Opm.2. Laten we toe, dat een negatief geheel getal w = -m een peol
of vertakkingspunt van g{w) is, d.w.z. dat een snede van w = -m
uitgaat, dan blijft formule (7) 3uist, mits we in de eerste som
van het rechterlid de term g(-m)z " weglaten.

Opm.3. Wegens (3) en (5) couvergeert de in (1) voorkomende reeks
voor | z|€g . Een positieve convergentiestraal van de machtreeks (1)
behoeft dvs niet expleclet te worden gedist.

’ § - e 2i] é}: een in paaitieve\sin omlopen
Bewizs,. : assenparalelle rechthock geheel gele-~
D : gen buiten de cirkel|w |= R en ge- :

S b e
\ ﬂ vormd door de lijnen
|
‘ IS i w=-1-¥2+iy w=2n+y2+iy w=xt ip
P . Waarin p>0, 1 en n positief geheels - :
Vanneer sneden zijn aangebracht, dan

; : dient & te worden gedeformeerd zoals
. ‘5» _ aangegeven in de figuur. Uit de mam_j,

e

*) Ve eison de éonvergentid -oi féguladdteit vvenwel mm als v

da richting y van C geoldt ~T/2 &y £+ /2. sl¥s daareatogen {2 &

| valgt w6or - 18| > By (v.g+3:(6)) tn-s in 8% mmmémm
:S:&; ’um de. md&m mumamn, dmh dc‘t 15 midk ven %ﬁf




(3
 rekening volgt mu

= —%%l-——dww Z g() 2"

mla"

waarin we (-—ﬁ) volgens (8) gedefinieerd denken. We zullen nu de in-
, tegraal in (9) bestuderen, wat betreft de bijdragen van de vier recht-
hoekszijden van &. tot deze integraal. Vooreerst stellen we langs het
. rechte deel CD w=x+ip en dus is daar
sin N w = 8in 7N (x+ip) = (ginT x cothmp + i cosTx) sinh™ p
Da bijdrage D van tnt de integraal wordt

§ gzi"“ j“ g{x+ip) (~z)* ax
SITRT D

L sinmx cothmp + icos® x

Nu is cothmp)> ?, dus

| 8inm x cothnp + izosmx = (s:me‘nx coth®n P+ 2052

T x)l"z;,. 1

Hieruit volgt wegens (2) voor z re#el en negatief
Anei

}Dp‘ < —&(p) j h(x) (--z.)Jc dx

sinhT P vﬁ’“{

Uit de convergentie van de integraal (4) volgt g(p) = © (e Py

als p-»+% , Dus 1lim D +p = Qs Analoog bewijzen we voor de bijdrage
D _ van AB, dat 1lim D -p = 0. 21j in het volgende P = 4+ 00 , en be=-
ﬂogmzw nu de bijdrage D van het rechte deel van BC 1ot de integraal
in (9). Hier stellen we w=2n+¥2 + iy. Wegens sinTi(2n+Y/2+iy)=cnshny
en dw=idy vinden we 400

Y ,
(10) D_ = (_§;2n+,, 2 { g(2ns2siy) (-2)*Y  ay
- “ =02 cosh M y

In verband met (3) en (5) geldt voor ?,1 N en z redel negatief

(1) | ] & 4 (m)?2

-0

SEay o

We hebben aangeromen, dat de laatste integraal convergeer®t (en dus
7 ook de integraal (9); het heeft blijkbaer zin D te beschouwer, Be-
~ perken we ons %ct reBele waarden yvan z met 0F z< % » dan volgt uit
(11), dat lim D =0+ Als in (9) het conmtour R gewijsigd wordt door de
limiatwergamg r--am en n-»o%e dan resteren van de integratleweg
A*B«» C-+D alleen de negatief omlopen lussen langs de halfmﬁmdi@a
rechtlijnige sneden in een richting met argument -Youg Ye wfa
(2ij 1 z0 groot gekozen, dat de betreffende sneden geheel renh'%a
i“wn w vallen). De oversenkoustige lusintegralen zijn comvergent 7

erstel mm voor P—-am en n-> J0o mam m& Linkerld




- ’ : (4
tot een egnd:.ge limiet en convergeert (voor z re8el met O< -z(-)

de reeks g(n)z® (v.g.1. opm.3 bij Theorema 1) Uit (9) volg‘b nu
MzO
~f
(12) 1 j gg‘:’g}"z) = g g(n)z +S~I + £(2)
A waarin f‘ nevenstaande 1ntegratleweg voorstelt

(en wel w = -1-Y2+iy, —oocy< + % , met even-
tuele deformatie wegens sneden met richting
LYY <3_,"/2) en de laatste som genomen wordt

. ¥ . } ] 7
R P o S over de sneden met richting - /24 £7/2,
: Ve beweren, dat de integraal in het linkerlid

r » van (12) voor z in S gelijkmatig convergeerta
‘Immers wegens : ’
4
sinTi (-1-Y2+iy) = (—1)1+‘ coshTy

geldt ‘
‘ \ ' ~1-Y2
=1 <+ (w)(-2 v ~7)
e-g( [+ [ ) e oo
oo 1 ; '
(”1}*( )gl-l—’/2+iy) (-z)lky dy
\ cosh ¥y ~
en wegens (2) an
T | o ot ts (9] parCosg + 26| y0-d)
> volgt nu oo
ols ¥2) ( JHY Py
= 2fg T 4, cosh™ y 14yt S,
Voor z in S geldt -£4£ T .ﬁ‘;;,_; £ en wegens ']‘cosh*n'y) € 5
vinden we ‘ BRI |
(13) e 4 g (Q% dy ‘T! G (Q-!A/Z) .

2 !.L"P"]’Z

Tevens volgt uit deze afschattlngev de gell3kma+1ge eonveraentle
~van de integraal in formule (12), en dus stelt deze voo"'z in 8
een reguliere functie voor. Ook EZ{I is a]daar4cen regnliere func~i;;
tie (vegsl. Theorema). Voor z redel met O‘iwz\.B geldt (12), en ;i
- we concluderen nu, dat 1"'(z) in de hele sector S een regullere func~;r’
‘, tie VOorstelt en wel zo, dat formule (1 2) geldta i ' ‘
a, Indien geen sneden bestaan, die in het tweede of derde kwadrant
naar oreindig gsan, dan volgt uit {43} alr ect de te bew&jzen
 asymptotische omtwikkeling (7). S
,Tévens gee;ﬁr(ﬂj)leenyafschatﬁing‘vanfde‘rggtterm;f

'g“;




| (5
Als constanten A, in B4 bestaan, zo dat
(14)  ©(14y2) < 48,172
dan volgt uit (13), dat voor ) z|>B4 en voor 1->+%e de integraal
iq,(‘lZ) tot nul convergeert. Dus convergeert vooreerst de reeks
% g(n) 2" en gaat verder formule (7) in een.gelijkheid over. V
bs Rest ons nog het geval, dat er sneden zijn in een richting /P
met /2 < ‘}’( 3. T'/2 (een veel voorkomend géval)., Zij c, de lus-
vormige weg bij zo'n sneds. In het linkerlid van (12) schrijven
we

P -0 | ‘ X
L (15) =(j+ ) +j -
I~ o ,{ rf')‘frx Jﬂ ,

Hierin is {, + E = -‘-Cm. Om van (12) ot (7) t: komen behoeven we
wegens( 13) alleen aan e tonen, dst

1 21 - sin T W
j/
We schatten de integraad in (16). Veorcerst is

} (=) = ) S (Tog f + 2P T} ¢ x M ~P)y

RN . w -
“(16) Z, = —m “%g.&.,.l-.zilwm-‘ 3w = ¢ (z ) .

. en in verband met ~ T +§ S*‘ﬂ-(}){ﬂ -t volgt hieruit
* M) < px (M-£ )yl
(=] £ p* el | |
“ als w=x+iy. De rechtlijnige snede bij 17 mag niet met de negatieve
' - re&le as samenvallen (anders bevat deze snede gehele waarden |
W = -n). Dus voor 2 voldoende groot bestaat $> 0 zo dat langs '
E geldt 'iy},&ff « Dan volgt voor w opf; ' s
|sinnw! = | sinT x coshTy +icosTx sinhTy | > sinh_myt:}_’)\ﬁ’ Fl

s 2 . ‘
W&arin?; = é-:#-é-(?----& gekozen kan worden. Vegens (2) wordt de
‘integrand in (16) nu gemajoreerd door '

otV p XD s ox (o)
1'!'.‘]2 | , ’}\ eTfj 3‘?'1 -~ "A ] | S
Bij aanwezigheid van een snede met richting W sza.arvoor |
7/2< <3.7/2 geldt (6). Voor het linkerlid K, van (16) volgt
nu (zij \z'{.—:f) ;le) : ‘ S

ol

N K ¢ % 4 g.af P "X ay .=
e . Tes )
‘ P
o RN (o &
A cos m\f ) A




| (6
Wegens (13) en )17) naderen voor £ = +oo en ) z|> B, de eerste
en derde term in het rechterlid van (15) tot nul en het linkerlid
dus tot ;
,__?:__ g(w) (=z)" aw

21 - Con sinTvw : -
~als C de omkering van f; +31 voors-belt. Dus llmletovergang Q** S
in formule (12) leert, dat de rij ﬁ gln)z™ een convergente rij
is voor |z} > B en dat formule (7) met het gelijkteken geschre-
- ven mag worden (weer voor |z} > B,!),

QeEDe

‘Enkele opmerkingen, | |

1. De bewering van opm.2 bij Theorema 1 wordt geheel als boven be- '
wezena De enigste W:L;;Zlglng is deze, dat in formule (9) de term.
g(y-—m)z wordt weggelaten.

2. In de ongelijkheid (2) mag men natuurlijk 1 vervangen door
A 1+y teo
‘ door elke functie X(y) > 0, waarvoor de 1ntegraal f X(y)dy |
convergeert. : , I

‘3¢ Vaak bevat een sne‘degeen vertakkingspunt en slechts één pool
" a « De corresponderende term 3111 {(7) is dan het residu voor
w m
we=avan Tlg(w) (-z)
‘ sintiw

4+ Om uwit (7) een asymptotische ontwikkeling voor £(z) af te lei-
den, moeten we een methode ontwikkelen om ook de lusintegralen I
asymp"l:otlscl'\ te ontwikkelen, ?DeZe methode zal in de volgende syl-
1abus worden beschreven.

5. Zij g(yv) een functie, die voor £>0 en Willekeurig kKlein aan
alle voorwaarden van theorema voldoe’ behoudens de ongelijkheden.
~ Als nu positieve constanten B, A enR te vinden zijn, zo dat

(18) ) g(w) ) < B [(W) voor |wl>R
dan voldoet g (w)} automatisch aan alle in Theorema 1 geélst'-" on~-
gelijkhedens Immers

lg (w1 < B.(x%45?) 24 < B (x2+1‘;]/0>’( 1)’/"’)‘ . w R
We v:Lnden zalfs, dat voo:r {z)>;*) S
(1’9) #(2) ) f’.&:@). ',f ZTm

: “X) Theorema 4 leeru dez gehgkheld alleen voor waa.rden van z die
‘niet op de 11‘0 iticf reéle as liggen. bnalytische voorsteilxng leert
%e Julsacheid van \19} op de pos_:.‘tlm ra&lu a8 {m::.‘c.s I daa:r regu-
ier is)s . o | g ,




(7
‘Theorema 1 is dus zonder meer direct toepasbaar op functies als

1
AT |
en verder op alle rationale functies g(w). In het laatste geval wor-
den de termen Im in (19) eenvoudig te berekenen residuen. Bijvoor-
beeld heeft de functie g(w) = w? geen polen en dus volgt dat de voor
|z\ <1 gedefinieerde apalytische functie

oo
t"“ .
(20) £(z) = 2 n°g"
voor )z})k1 gegeven wordt door
(2) w2 = -2 , .
\

Tevens leert het theorema dat f(z) regulier is in het gehele buiten-
gebied van de positieve re&le as. In verband met (20) er (21) is
z=1 het enige singuliere punt, dat mogelijk is. Dit volgt ook uit

‘f( z) = ,,_?_;!;Z__,_j
{(1-2) o ,
Een ander voorbeeld is het volgende- zij 9 W:Lllekeura.g somplex doch
verschillend van 0, =1, =2, +2¢s €n beschouw

X gy n
£(z) = OZ nf{a (1=1< 1)

Als B #‘-}—1, +2, ess... dan volgt uit Theorema 1
: _ oo

———

f(Z) = . Z 1 . - I
‘ m = (n«-i))zn ‘
waarin I het residu van .‘('Z) voor w = - ©
(weB)sin w ST
' | (-=7) (--Z)"€a |
voorstelt. We vindon.l = en dus volgt
‘sinT B
(22) sy < L L O . a1 BF 142,30
sinTb n=y (n-9)z : S
‘Als 63 = m = positief geheel, dan volgt in verband met opms2 bij
Theorema 1 B ' : ,
(23)  f£(z) = -log (-2) = ;2_ 1 + > , i
‘waarin de eerste‘term'he?,residu'is ven T ()" i
B ' ‘ (w+B)sinNw

- VOOY W w{} = -1y Als boven concluderen we dat z=1 het enige moge
1ijke 51nguliere punt van f(z) is. In verband met dg _eerste term
het rechterlid van (22) resp. (23) volgt, dat voor niet geheel -
~ deze singulariteit algebralsch is en voor & = 1, 2, 3, «ue. ¢%ga*r
rithmisch., Theorema 1 maakt het dus Orle moge]igk 51ngular1telten
L te ondexzoeken.'*)fﬂ,r»f | i

25 Mandblbrogt "Modern. researahes gz the szngularlties of func;
. ‘\Q:lnad hy\@ay or's’ Serles" A4S ; i




Asymptotische - _ -8-
Ontwikkelingen

. it S w .

Het theorema van Barnes (vgl."Ford", hoofdst.II en III),

Theorema I liet de vraag open hoe de optredende luszntegralen

Mol [ 2wmen” dw
N Y & SinTtw -

zich gedragen voor grote waarden van z. We zullen deze vraag be- .
vredigend beantwoorden in het geval, dat de lusvormige integratie-
“weg C ziéb uitstrekt langs de beide oevers van een halfoneindige
rechtlijnige snede, die uitgaande van de singulariteit L in hey
tweede cf derde kwadrant naar oneindig gaat. Behalve W, mag op de~
ze snede geen andere singvlariteit van g(w) liggen. %4ij tenslotte
wO een pooi,; of in het algemeen een algebraisoh vertakklngsyunt
van g(w), d.w.z. g(w) is in een omgeving van WO te ontwikkelen

in een convergente rij van gg vVorm ‘

g(w) = (w - W, ) L_,C (nv vv)

waarin U een willekeurig complex getal voorstelt verschillend van

één der getallen O, 1, 2, 3 ... O0k P(w) = 3
sinmw

kent dus cen dergelijke ontwikkeling. :
Als in Thsorews I heeft voor z —f‘ et ® (0 € ¢ < 277)
de in (1) voorkomende Iunhtle (~z) de volgende betekenis

(2) (o) o Qe gwlleaprit-m)]

Theorema van Barnes. Zij gegeven de lusintegraal

(3) | j(z ;3\ = ,.'.. PLW‘)( 7} (w)‘3 clw
b
waarin f een willekeurige (redle of complexe) constante voorstelt.
De integraal zij, voor |zl voldoende groot, convergent.
De lusvormige weg C(doorlonan in positieve z*n) omloopt de. oorSPrdng_
‘ = 0, en gaat naar oneindig in een rlchtlng

BN v Hf ¥, gelegen in het tweede of derde kwa- :
+ : i :
o “Q drant (zij w =@"e “¥). De functie P(w) is in

WL ~ een omgeving van de oorsprong ontw1kke1baar
fiqr : | volgens een Maclaurlnnreeks ‘
ey pP(W) = LC Wn | 46 E)e

.

‘5@n kan langs Y = uﬁ analytisch worden voortgezet» De lusweg c nagf
"pariteiten van,E(w) bevatten,,f : \



-G
De 'funotie (—-z) wordt volgens (2) gedefinieerd, waarin

W= G 'Y net ¥, & ¥ < y;+ W, De functie wP' wordt gedefinieerd

als volgy '

(5) wﬁ“ = @XD {(ﬁ-}) log w} = exp{(ﬁ*f)(logﬂ'-ultr}

weer met W, $ W < V42,
Cnder geze voorwaarden geldt voor I(m,p ) en voor grote
waarden var z de volgende asymptotische ontwikkeling

51 ” g c
( 6) od ( 7.’5) o~ Jr ﬂn
‘ /'“‘a" {\eﬁa-u}“* TO-p-n)

. 11
waarin lcg (-n) = lcg;}-r a{,d:»??’}; zZ mpe 4’: 0« 45 <2

-

- - o .

Bij het hewljs gehruiken we het volgende Lemma. Voor wille-
keurige complexe wasrdcr van 3 geldt

p -
(7 | [ e" (W)F AW = r——
274 J (! )
C .
waarin de lusvermize weg C als in het theorema (vgl.figuur 1)
en (w}p" als in (5) 2ijn gadefinieerd.

o oo S -

~ Hel bewijs is geheel analoog aan dat van het bekende geval
waar Y, =T (0 ig eev 1uz om de negatieve re8le as). Zie bijvoor-
beeld Whittaker-Watzon Modern . Analysis blz.244.
Bewijs van het theorena. Voer in

P = iogi-z) = ‘Logf + '!’d‘ )
In (3) gelds (-2)7 - net

(8) Re[WP] = B[ (7(c0sy+ isiny)(logp + L($ -T)
:G“{ cosylogP - siny($ -77}}

Voor w op het rechie deel van C (¥ =¥) en voorf =lz| voldoende
groot is, wegens cosy, {0, blijkbaar R, (wp) < O.
Dan volgt uwit het lemma (zij n geheel > 0)

4 - - ﬁ"'" iy 1 WP ﬁ-& -t

9 ——— j (~z) w? Aw = ==

(9) e, ) T e ' w dw
C | = 1

| PHY P -p-w) -
Invulling van (4) in (7) geeft blijkbaar het rechterlid van de e
bewijzen asymptotische am;vgfeling (6)« We moeten bawijzen d&%

K- C
1m 1p)f 3(2 py-m ihmi‘r:(,- )
en merkena dmtw op, dat mgens (9) gelds




=10~

(10) I(z, ) *72'£ -

° PF*“[‘(:; B n p-
- .I.:,j {P(w) ):cw}w dw
C

Om een schatting te geven van het rechterlid, verdelen we de
lus C in twee delen L en M, waarbij L geheel
binnen de cirkel fwi = 1 ligt, (Zij w =
SN het scheidingspunt). Dan is het rechterlid

RNV 5 ;
4 n (10) de som van de corresponderende inte-
'\ gralen IL en I, ‘

Voor w op L geldt
}P(W)-Z_QW’ £ AQW;k
waarin A een positieve counstante voorstel‘b. Dus is een consta:n‘he
B > 0 %e v:x.nden, zo dat

1 I < ”fﬁ,_m

@-1

Zij W een punt op de snede Y = V¥, en Bij w genomen voor w als.
pun’c 0p de onderste oever van de snede. Op de bovenste oever
heeft w dan de waarde ezrﬁ i ﬂ -1

We kunnen dus schrijven

. S0 K=t .
(12) T, = -EN(ThY ) j SRR ) e fuf
M o4 o w=o

N otV . .. *. Ty
Zijot =T, €e ', dan is in (12) w =0e 7' met (; {l<eo
Verder geldt (vgl.(8)) . ‘
Re [wp] = G‘[logf cosy, - (4>--u)s:.nz;/,] |

z[(w—o!)p'\ (T-G,) [ logf cos ¥, - (¢ -7 )sa.nt,v,]
Wegens cos Y,£ 0 kan f z0 groot gekozen worden, dat een pos&tleve
cons'ban‘be a 'bestaa‘b zo dat

[« p] {- mlog;>

en dat voor een vooraf gegeven posrtieve constante b voldaan is ,
aan , S
Ro [ (w=)p ] < -b(o-7)
Dan volgt uit (12) :

L Re B
(13) jlml < K e“"”"gj‘f “W‘O’ ) {xp(w)s Dc \T }fr do
waarin K een positieve constante voorstelts daar (%) voor zekere ;
waarde van z comergent is verondersteld, kan b 70 groot gekozen"
~ worden, dat de integraal in het rechte rlid van (13) Qomrergeert
DuS’volg‘b(P-logf-;-i(iﬁ-"l?)),dakt Sl ey O

Lhey S ;

(14) 1lim ‘Pa "N f

lP 200



-1f=
Wegens (11) en (14) geldt dus voor het rechterlid I + IM van
(10)

n [ pP Y Y0

iplts oo
waarmee formule (6) bewezen is.

Opm. Als B eeheel 3 1 is,. dan is de integrand in (3) reguller
binnen C en dus I(z,@) = 0, In het rechterlid van (6) zijn dan
alle ftermen nul.

' Als.ﬁ geheel € 0, dan heeft de integrand in (3) in de oorsprong
een (1-P) -voudige pool (zij €, # O) en is het rechterlid van (6)
staan dan slechts eindig vele termen (formule (6)
geldt nu natuurlijk met het gellgkteken).

Toepassings
e bepalen de asymptotische ontwikkeling van de functie f(2z), die
voor |z} </ gedefiniecrd wordt door de convergente machtreeks

oo

— 4 . N -
(15) £2(z) = L —2

waarinﬁ eh @ willekeurige complexe getallen voorstellen (8% 0, -1,
=2, eoss)e Daar iedere rationale functie in partisalbreuken ge-
splitst kan Worden,vormt dit gevalesn bas:.s voor de asymp‘bo‘slsche

ontwikkeling van func‘bles als B

o4 oo 4+ X+ L n :
Xz) = eh’ . o z (12l < 1)
nzo pﬁ“ + oo Qlw*“ (30 ot

hoewel dan alleen reeksen (15) van belang zijn waarinﬂ geheel is.
In verband met opm.5 op blz.6 kunnen we dan direct formule (7)
van blz.2 toepassen, waarna de termen I in deze formule met de’
residu-rekening worden bepaald. De requlterende formule geldt ook
met het gelijkteken, Het theorema van Barnes behoeft niet exple-
ciet te worden toegepast. ' ‘ ,

- Theorema. Laat de analytische funct:.e f(z) voor |zl < 1 gedefi-

" nieerd zijn door B | o

oQ

(16) £(z) = ) —Z

=g (n+0)F , s

waarin Q en@ willekeurige complexe getallen voorstellen (evenwel ‘”ﬂ
840, =1, =2, +4.4). Dan is :E(z) regulier in het hele complexe
z«vlak, eventueel met mtzonderlng van z=1. Als 8 geen positief
gcheel getal voorstelt, dan geldt voor grote waarden van lz| de
asympto—tische on‘bwz.kkellng = '

| | o °3 f*'l) (r) [s
‘ £ ™ — T
(17? oy (z) LY Z: (G-hj@ o R “+4 | ( z)e L Sl
KWa.aI‘in VOOI‘ 2 fQ é (2.-”) geldt o : %

z)e exp[@ log(«z}] = exp [ o { logf * 1(¢ 7)&}
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Valt daarentegen 8 samen met een positief geheel getal, dan
geldt

ﬁ 8- oo
| {
(18) £(z)~v - 2—,(9 - g:. RS .
UOB L-I)jfs E f [ sumw
z°® nce wiT(R- WH)Umg(,—i)]n

Bewijs: Toepassing van Theorema 1 bevat in verband met de opmer-
kingen 5 en | op blz.6, de formule :

| = ERY
ety L 4 _ 1 (-2) (tz13) )
( 9) ( Z) - nX;i.- (e- n)ﬁ zn 21 f (W + g)@ SinTTwW

in net geval 8 F 1, 2, 3, «ev.. en ve:cder.

Q- w
_ / S (~z) "dw
(20) #2) == (Lo s Z;‘) @-mB 2™ 7 By (wa ol

als 6 samenvalt met één der getallen 1, 2, 3 sevvee
Hierin is ¢ een‘positief omlopen lusvermige weg langs een half-
oneindige rechtlijnige snéde, die uitgaat van het vertakkings-
punt w = -~ 8 voor de functie g(w) = GweolR ¢+ oo in het tweede
of derde kwadrant naar onelnclig gaat. Behalve eventuecel w =-8
mag de snede geen gehele punten bevatten. : ‘

Men overtuigh zich er gemakkelijk van, dat de integralen in
(19) en (20) voor iz!> 1 reguliere functies voorstellen. Dus
blijkt ult (19) resp.(20) dat voor lzi> 1 f(z) regulier is.
Analoog leert (16) de regulariteit van £(z) in het langs de
positieve re8le as opengesneden z-vlak. Dus vinden we dat
f(z) overal, behalve eventueel in z = 1 een reguliere functie
voorstelt. ‘ ' ‘

%et theorema van Barnes een asymptotische on-tw:xkkehng
te kunnen geven van '

y RN Qe
‘ 21 Lw+e) S:Ln‘ﬂ'w

passen we de transformatle w +® ‘W toe. We v:mden

(21) 3 K:E)' I S1n*rr(w~@) ‘("Z)W (W){idw

' Wa.ar-in C nu de oors:prong omloopt, en in het tweede of derde
‘kwadrant naar onelnd:l.g gaat. o i
~ Zij @ niet geheel. Dan geldt in een omgev:.ng van de oorsprt
de ontw:.kkellng ' b : ‘

?(W) ® sinT(Wv-e) i Z_C Wn

(n) L

o i ln} n+1 S -
o 1 (=1 [ 1 ]
“,mat C n? [ sm‘fr(w~&) T n { R siﬂrrw ‘
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Toepassing van het theorema van Barnes op (21) geeft
oc (ﬂ}
JN(_Z)"G 1T Z:_ (-—‘l)rl+1 [sinww 1w
non ! (R -n) [log - z] n g+

zodat nu formule (17) direct uit (19) volgt.
De integraal 3. :‘Ln (20) schrijven we na transformatie volgens

_g, /

(22) ], = Fhg-)° j[smﬁ, =y](-2)"

. i
Voor de nu gehele Wa(ajrd.e 0 is 1. niet regulier in
de oorsprong, doch wel sinT(w=-8)
o2
T W K : n
P(w) = sinw(w-6y )n - d.w
met d = (_1)‘3 [ A J'h . Toepassing van het Theorema van
o Sin NTw Weo
Barnes op 3| geeft nu ’ ‘ )
oo T Il w {n)

2{\, 1 E SiaTTWiws=o
’ .

: z° =0 1 ’f"({) —-n+1) [log—-zv’"?
en formule (‘18) volgt nu direct uit (20).

—— - st oo -
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